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Daten Haufigkeiten
Desktop-Programm

Software:

TinkerPlots, www.tinkerplots.com
Entwickler:

Cliff Konold & Craig Miller
Betriebssysteme:

Windows, macOS

Preis:

Demo-Version (bricht nach 20 min
ab - kann nach Installation des
Programmes auf dem Computer
beliebig oft neu gestartet werden)
kostenlos,

Vollversion 6€
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simulieren

Mit TinkerPlots Wahrscheinlichkeiten
Einschatzen lernen

Simulieren von Zufallsexperimenten mit der Software TinkerPlots

Uberblick

Kinder bringen bereits frith Vorstellungen zu Zufall und Wahrscheinlichkeiten mit. Um einen
tragfahigen Aufbau von Grundvorstellungen zu gewahrleisten, ist es wichtig, dass Kinder im
Mathematikunterricht der Primarstufe bei ihren Vorstellungen abgeholt werden und diese dann
weiter ausgebaut werden. Vor allem der sog. frequentistische! Wahrscheinlichkeitsbegriff kann
helfen, durch Experimente Vorstellungen Gber mégliche Ausgange von sog. Zufallsexperimenten
zu erlangen. Wéhrend kleine Stichproben wie das 50fache Werfen eines fairen Wiirfels noch
groBe Variabilitdt mit sich bringen (so kann bspw. die 1 sechsmal und die 4 zehnmal gewdrfelt
werden) und keine tragfahigen Aussagen lber Zufall oder Wahrscheinlichkeit erlauben, kann der
Einsatz von Software sowohl der Lehrkraft als auch den Kindern helfen, durch gréBere
Versuchsreihen (wie z.B. 1000faches Werfen eines Wiirfels) tragfahigere Vorstellungen zu
entwickeln. In diesem Unterrichtsbeispiel zeigen wir auf, wie man tber das handische
Experimentieren zum Einsatz von Software und damit zur Simulation von Zufallsexperimenten
gelangen kann, um die konkreten Handlungserfahrungen der Kinder um tragfahige,

weiterflhrende Erfahrungen zu erweitern.
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! Die Bedeutung des frequentistischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs wird auf Seite 7 erklart.
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Inhaltliche und prozessbezogene Zielsetzungen

Inhaltsbezogene Kompetenzen

Bildungsstandards pgtep, yng Héufigkeiten — Daten erfassen und darstellen
und Lehrplan Schilerinnen und Schiler lernen
e in(...) einfachen [Zufalls-]Experimenten Daten zu sammeln, zu strukturieren und in (...)

Diagrammen darzustellen.
e aus (...) Diagrammen Informationen zu entnehmen.

Wahrscheinlichkeiten
Schiilerinnen und Schiiler lernen
e das Eintreten zufalliger Ereignisse zunehmend differenziert zu beschreiben und
erkennen, dass es nur Einschatzungen sind.
e  Gewinnchancen zunehmend auch durch systematisches Zahlen einzuschatzen und
Gewinnregeln zu vergleichen.
e Komplexere Zufallsexperimente (z.B. Wiirfeln mit zwei Wirfeln) durchzufiihren, die
Ergebnisse ubersichtlich darzustellen und erste Zusammenhange zwischen Anzahl der
Experimente und der Vorhersagegenauigkeit zu benennen.

Prozessbezogene Kompetenzen
Schiilerinnen und Schiiler lernen

Darstellen

e flr das Bearbeiten mathematischer Probleme (Einschatzen von
Eintrittswahrscheinlichkeiten) geeignete Darstellungen (Grafische Darstellungen der
Haufigkeitsverteilung) zu entwickeln, auszuwdhlen und zu nutzen.

Kommunizieren

e qualitative Einschatzungen zu Ereignissen in ein- und mehrstufigen Zufallsexperimenten
vorzunehmen.

e quantitative Einschatzung von Ereignissen auf Basis absoluter Haufigkeiten in ein- und
mehrstufigen Zufallsexperimenten vorzunehmen und die Wahrscheinlichkeit fiir das
Eintreten der Ereignisse auf Basis absoluter Haufigkeiten zu vergleichen.

Argumentieren

e Begrindungen fur Modelle und Darstellungsformen zu suchen und nachzuvollziehen und
mithilfe der durch die Simulation erzeugten Daten mit Blick auf ihre Fragestellung zu
argumentieren.

e Vermutungen Uber mathematische Zusammenhénge bei der Beurteilung von
Wahrscheinlichkeiten anzustellen.

Modellieren

e Sachsituationen (...) Informationen zu entnehmen und dabei zwischen relevanten und nicht
relevanten Informationen zu unterscheiden.

e Problemstellungen aus Sachsituationen in ein mathematisches Modell zu Gibersetzen und
sie mithilfe des Modells zu 16sen und so gewonnene Erkenntnisse zu Wahrscheinlichkeiten
bestimmter Ereignisse zurlick zu Ubertragen.

Problemlosen

e  systematisch vorzugehen, um die Ergebnisse der Zufallsexperimente zu vergleichen, zu
bewerten und zu reflektieren.
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Schwerpunkte im Medienkompetenzrahmen

Bedienen und Anwenden - Digitale Werkzeuge
Medienkompetenz- Schilerinnen und Schiler lernen

rahmen e physische (Zufalls-)Experimente wie den mehrfachen Wurf einer fairen Miinze, eines
fairen Wirfels, etc. in eine digitale Umgebung zu Gbertragen und digitale Werkzeuge

zu nutzen, um Zufallsexperimente computergestitzt zu simulieren, lange Versuchsreihe
zu erzeugen und auszuwerten.
e digitale Werkzeuge zu nutzen (hier TinkerPlots) und die Funktionen zielgerichtet

einzusetzen.

Produzieren und Prasentieren — Medienproduktion und Prasentation

Schilerinnen und Schiler lernen

e die Ergebnisse ihrer Simulationen und Versuchsreihen adressatengerecht zu planen, zu

gestalten und zu préasentieren.

Problemlésen und Modellieren — Modellieren
Schilerinnen und Schiler lernen

e  Probleme formalisiert zu beschreiben, Problemlsestrategien zu entwickeln und dazu
eine strukturierte, algorithmische Sequenz (hier in Form der Durchfiihrung eines
Zufallsexperiments) zu planen, diese auch durch Programmieren umzusetzen und die
gefundene Losungsstrategie zu beurteilen.
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Unterrichtsaktivitaten

Grundsatzliches

Die Thematisierung von Wahrscheinlichkeiten soll und kann bereits im Mathematikunterricht der
Primarstufe realisiert werden, denn viele Kinder kennen in diesem Bereich bereits entsprechende
Begrifflichkeiten und Zusammenhange aus ihrem alltdglichen Sprachgebrauch und Leben

(Neubert, 2012). Viele interessante Anregungen und Tipps zur Thematisierung dieses
Zufallsexperimente Inhaltsbereichs im Mathematikunterricht der Primarstufe finden sich z.B. hier:

im https://pikas.dzlm.de/node/721.

Eine bekannte Schwierigkeit ist allerdings, dass oftmals intuitive Erfahrungen zu Glick und
Mathematikunterric Zufall bei Kindern iiberwiegen und gerade bei kurzen Versuchsserien aus dem Alltag (wie z.B.

. 3mal wiirfeln beim Mensch-argere-dich-nicht), starke Schwankungen auftreten, die zur
ht der Primarstufe g ) g

Nach Selter und Zannetin (2018)

allmahlichen Auspragung von aus fachlicher Sicht falschen Vorstellungen fiihren konnen (,Die 6

kommt am seltensten.”).

ist ein Zufallsexperiment dadurch — a,¢ diesem Grund ist es wichtig, entsprechende Vorerfahrungen der Kinder aufzugreifen,

ausgezeichnel.  garauf aufzubauen und diese zu systematisieren (Neubert, 2012). Aus mathematischer

o+ dass es einen genau pergpektive dient die Wahrscheinlichkeitsrechnung dazu, ,.zufallsbestimmte Phinomene und
Situationen des alltaglichen Lebens mithilfe mathematischer Mittel [...] erfassbar und

berechenbar zu machen” (Neubert 2012, S. 26). Daran anknipfend formulieren Sill und

festgelegten Plan fiir die
Durchfiihrung gibt

 dass alle moglichen Ausgange g rtzmann (2019) folgende Méglichkeiten zum Finden von Wahrscheinlichkeitsangaben in der

vorab bekannt sind und Primarstufe:

* dass man den Ausgang der
Experimente nicht voraussagen e ,Wabhrscheinlichkeiten kann man [...] als subjektive Schétzungen auf der Grundlage von

kann” (S. 159) Kenntnissen, Erfahrungen oder Vorstellungen gewinnen.
e Wabhrscheinlichkeiten kénnen auf der Grundlage von Modellannahmen wie etwa zur
Symmetrie von Glicksspielgeraten gewonnen werden.

e Wahrscheinlichkeiten lassen sich auf der Grundlage von Daten aus Beobachtungen
oder von Experimenten zum wiederholten Ablauf eines Vorgangs unter gleichen
Bedingungen bestimmen.” (S. 58)

Wir wollen uns in diesem Unterrichtsbeispiel auf den letzten Punkt beschrénken, namlich darauf,
wie man Wahrscheinlichkeiten auf Grundlage von Daten aus (Zufalls-)Experimenten schétzen
kann. In der Primarstufe steht oftmals vor allem das handische Durchfiihren von
Zufallsexperimenten (z.B. ,Nimm einen Wiirfel, wiirfele 20mal und notiere wie oft eine ,6'
vorkommt”) im Vordergrund. Diese physischen Aktivitaten in Form der Durchfihrung von
Experimenten kdnnen gut als experimenteller Einstieg in das Thema ,Zufall und
Wabhrscheinlichkeit’ genutzt werden. Allerdings konnen kleine Stichproben (wie 20mal wiirfeln),
wie sie im (Unterrichts-)Alltag haufig vorkommen, auch zu Fehlschlissen oder Fehlvorstellungen
der Kinder fihren, weil die Muster und Entdeckungen in kleinen Stichproben wie beim 20fachen
Wirfelwurf oft keine tragfahigen Ableitungen zulassen. Um dort eine tragfahigere Ableitung zu
ermoglichen, kénnte man jedes Kind in der Klasse 20mal wiirfeln lassen und die Ergebnisse dann
im Klassengesprach sammeln — was wiederum organisatorisch und zeitlich aufwandig fur die
Lehrkraft sein kann. Eine Ubersicht, welches Wissen und welche Strategien Kinder diesbeziiglich
mitbringen, um Wahrscheinlichkeiten einzuschatzen, findet sich auf https://kira.dzlm.de/136.

Im Unterricht sind lange Versuchsreihen leider oft nicht zu realisieren. Digitale Werkzeuge
konnen hier helfen, Zufallsprozesse zu simulieren, und dadurch lange Versuchsreihen zu
erzeugen, um tragfahige Schlisse im Hinblick auf gewisse Ereigniswahrscheinlichkeiten ziehen
zu konnen.

In diesem Unterrichtsbeispiel finden Sie Ideen und Hinweise, um Schilerinnen und Schilern die
Durchfiihrung und Untersuchung langerer Versuchsreihen und einen ersten Zugang zu
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Frequentistischer
Wahrscheinlichkeits
begriff &
Empirisches Gesetz

der groBen Zahlen

Der frequentistische
Wahrscheinlichkeitsbegriff
(auch statistischer
Wahrscheinlichkeitsbegriff)
interpretiert und schdtzt die
Wahrscheinlichkeit auf der
Grundlage von Daten aus
Experimenten zum wiederholten
Ablauf eines Vorgangs unter
gleichen Bedingungen.
Grundlage fiir die Interpretation
von Ergebnissen von
Simulationen von
Zufallsexperimenten liefert das
Empirische Gesetz der groBen
Zahlen, welches besagt, dass sich
die relative Hdufigkeit eines
Ereignisses hn(A), die man bei
Wiederholung

eines Zufallsexperiments erhqilt,
bei wachsender Wieder-
holungszahl n

bei der Wahrscheinlichkeit P(A)

einpendelt.

PIKAS digi

Deutsches Zentrum fir
Lehrerbildung Mathematik

computergestlitzten Simulationen von Zufallsexperimenten zu ermdglichen. Ein wesentlicher
Punkt dabei ist, dass eine theoretische Anndherung an den Wahrscheinlichkeitsbegriff und somit
eine quantitative Einschatzung des Eintretens bestimmter Ereignisse und
Ereigniswahrscheinlichkeiten allenfalls informell erfolgen kann, da ein Verstandnis des
Anteilsbegriff in der Grundschule bei den Lernenden haufig erst in Ansatzen verflgbar ist. Es
gibt aber, wie wir in dieser Aktivitat zeigen werden, dennoch einige Méglichkeiten,
Grundschilerinnen und Grundschilern Gelegenheiten zum ansatzweise quantitativen
Einschatzen von Ereignissen von Wahrscheinlichkeiten zu geben, z.B. lber Kreisdiagramme oder
durch den Vergleich von absoluten Haufigkeiten.

Mithilfe von handischen Experimenten Wahrscheinlichkeiten von

Ereignissen schatzen

Bereits in der Primarstufe sollen Schilerinnen und Schiiler Wahrscheinlichkeiten von
Zufallsexperimenten qualitativ einschatzen und vergleichen kénnen. Verschiedene in der
Primarstufe relevante Zugdnge zum Wahrscheinlichkeitsbegriff sind der frequentistische, der
subjektive sowie unter gewissen Umstanden auch der theoretische Ansatz. Wéhrend eine
Einfihrung in die Leitidee dadurch erfolgen kann, dass Wahrscheinlichkeiten verschiedener
Ereignisse zunachst mit Begriffen wie sicher, unmdglich oder wahrscheinlich charakterisiert
werden kdnnen, kdnnen im Anschluss erste Erfahrungen mit Zufall und Wahrscheinlichkeit
anhand des Durchfiihrens von handischen Experimenten gesammelt werden.

Die mathematische Grundlage fiir den frequentistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff liefert das
sog. Empirische Gesetz der grof3en Zahlen (siehe Infobox links). Die Idee ist dabei, liber die sehr
haufige Durchfiihrung von (Zufalls-)Experimenten Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen anhand
von (relativen) Haufigkeiten zu schatzen. Es bietet sich an, dass die Kinder zunachst durch
handische Experimente erste Erfahrungen zum Empirischen Gesetz der grof3en Zahlen sammeln.
Um die Wahrscheinlichkeiten zum Beispiel fiir das Auftreten von Kopf und Zahl beim Wurf einer
fairen Milinze zu bestimmen, kdnnen in der Klasse Zweiergruppen gebildet werden, die eine
Minze funfzigmal werfen und die Ausfélle nach ,Kopf” oder ,Zahl" notieren.

Zwischen den Gruppen kénnen dann die Ergebnisse diskutiert werden, und die Lehrkraft kann
schlieBlich die Ergebnisse aller Zweiergruppen an der Tafel sammeln - oftmals mit der Einsicht
verbunden, dass zwischen den Gruppen, die jeweils flinfzigmal die Miinze geworfen haben,
hinsichtlich der Anzahl des Auftretens von ,Kopf” oder ,Zahl" noch groBe Abweichungen
bestehen, die gesamten gesammelten Ergebnisse der Klasse sich aber im Allgemeinen bei (fast)
ausgeglichenen Anteilen (50:50) von Kopf und Zahl einpendeln.

Ein weiterer Schritt kann dann zum Beispiel auch die experimentelle Durchfiihrung des
Wirfelwurfs — oder, um den Schritt auf mehrstufige Zufallsexperimente zu wagen — des
doppelten Wirfelwurfs sein. Wie beim Minzwurf konnen die Kinder beim doppelten Wirfelwurf
in Gruppen ca. 50mal wirfeln und jeweils die Augensumme berechnen und dokumentieren. In
den einzelnen Gruppen ist bei der 50fachen Durchfiihrung des doppelten Wiirfelwurfs noch eine
gewisse Variabilitat beim Auftreten der einzelnen Augensummen zu erwarten. Weil es sich bei
den 50 Durchgéangen innerhalb der Gruppen immer noch um eine zu kleine Anzahl handelt, ist
es schwierig, tragfahige Aussagen Uber die Verteilung der Augensumme zu machen.

Die Lehrkraft kann dann die Ergebnisse der einzelnen Gruppen an der Tafel sammeln (siehe wie
z.B. Abb. 1) und feststellen, dass z.B. in 94 von 500 Versuchen, die Augensumme , 7", und die
Augensumme , 12" nur in 17 von 500 Versuchen gewdrfelt worden ist. Eine solche Erhebung der
Daten ist erstens aufwandig. Und zweitens stellen 500 Durchgénge in der Regel immer noch
keine hinreichend groBe Durchgangszahl dar, um tatsachlich tragfahige Schlusse tber die
Verteilung der Augensumme beim doppelten Wiirfelwurf ziehen zu kdnnen. Die Daten sind hier
lediglich in Tabellenform dargestellt, eine Uberfiihrung in ein Gbersichtlicheres Diagramm mit
der Darstellung der Verteilung der Augensumme ware daher wiinschenswert. Hier kann
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technische Unterstlitzung wie z.B. durch die Software TinkerPlots hilfreich sein, wie wir im
Folgenden sehen.

T T O A S (N O

Abbildung 1: Sammlung der Ergebnisse verschiedener Gruppen zum doppelten Wiirfelwurf

Modellierung und Simulation von Zufallsexperimenten mit TinkerPlots

Um sowohl die Kinder als auch die Lehrkraft bei der handischen Durchfiihrung der
Zufallsexperimente zu unterstiitzen, kann es hilfreich sein, digitale Werkzeuge zur Auslagerung
von Arbeitsprozessen und zur Unterstltzung durch Sammeln und Darstellen der Daten
einzusetzen. Die Software TinkerPlots (Konold & Miller, 2011) bietet die Mdglichkeit, einstufige
(z.B. einfacher Muinzwurf, einfacher Wirfelwurf) und mehrstufige Zufallsexperimente (z.B.
doppelter Wiirfelwurf) zu simulieren und die Ergebnisse der Simulation darzustellen. Eine
Einfihrung in die Datenanalyse in TinkerPlots und die Beschreibung wie statistische Projekte mit
der Software durchgefihrt werden, finden sich hier: https://pikas-digi.dzm.de/node/29

In TinkerPlots kénnen die Schilerinnen und Schiler Zufallsexperimente mit der sogenannten
Zufallsmaschine modellieren und kénnen bei ihrem Modellierungsprozess zwischen mehreren
Geraten wie einer Urne, einem Gliicksrad, einer Verteilung usw. wahlen. AuBerdem kénnen die
Schiilerinnen und Schiler die Anzahl der Wiederholungen und die Anzahl der Ziehungen
einstellen. Einen Uberblick (iber die wesentlichen Komponenten der TinkerPlots-Zufallsmaschine
findet sich auf der Hinweiskarte ,Ubersicht_TinkerPlots_Zufallsmaschine” auf https://pikas-
digi.dzIm.de/node/29.

Machen wir uns die Vorgehensweise und die unterrichtliche Nutzung der Simulation eines
Zufallsexperimentes in TinkerPlots am vergleichsweise einfachen Beispiel des einfachen
Muinzwurfs klar. Eine faire Miinze (mit den Ausprdgungen Kopf und Zahl) kann in TinkerPlots in
der Zufallsmaschine z.B. durch eine Urne mit zwei Kugeln, die mit ,Kopf” und ,Zahl" beschriftet
werden, dargestellt werden (Abb. 2).
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Abbildung 2: TinkerPlots-Zufallsmaschine mit dem Bauteil Box (Urne) fiir den einfachen Wurf einer

fairen Miinze

Die Minze ist hier in Form einer Urne mit zwei Kugeln (Kopf und Zahl) modelliert. Eine
unterrichtliche Schwierigkeit ist hier, dass Lernende einen Modellwechsel vollziehen missen, da
eine eins-zu-eins Ubertragung vom Miinzwurf zur Urnenziehung nicht realisierbar ist (siehe
Stolpersteine unten). Die Kugeln werden gemal der Voreinstellung mit Zurticklegen gezogen
(Umstellung auf ,ohne Zurticklegen” kann im Optionsmen( der Zufallsmaschine erfolgen). In
diesem Beispiel (Abb. 2) wird der einfache Mlnzwurf 10mal durchgefihrt (Durchgange = 10, die
Durchgangsanzahl kann beliebig variiert werden; fir den einfachen Minzwurf, der 1000mal
durchgefiihrt werden soll, muss z.B. Durchgange = 1000 eingestellt werden). Durch Driicken des
.Start”-Knopfes wird die Zufallsmaschine gestartet. Die Ziehungsgeschwindigkeit kann tber den
Regler eingestellt werden - mit einer langsamen Ziehungsgeschwindigkeit kann man die
Ziehungen gut nachverfolgen. In Abb. 3a sehen wir die Ergebnisse der Simulation des einfachen
Munzwurfs tabellarisch dargestellt. Eine mdgliche Darstellung der Ergebnisse kann als
gestapeltes Punktdiagramm (Abb. 3b) oder als Kreisdiagramm (Abb. 4) erfolgen.

Einfacher Manzwurf Einstellungen ~

Munze | <neux»
—/

Kopf
Zahl
Zahl
Zahl

Kopf
Kopf
Zahl
Kopf 4-
Zahl -
Zahl 2-

Anzahl

W e |~ (@ ok (=

=
o

Kopf Zahl
Miinze

Abbildung 3: TinkerPlots Ergebnistabelle zum einfachen Minzwurf (Abb. 3a) und Auswertung im
Graph als gestapeltes Punktdiagramm (Abb. 3b)
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Abbildung 4: Auswertung im Graph als Kreisdiagramm

Das Kreisdiagramm kann sich sehr gut eignen, um im Unterricht die Variabilitat des Auftretens
von ,Kopf” beim einfachen Miinzwurf, der zehnmal durchgefiihrt wird, zu entdecken, wenn
entsprechend wenig (wie in diesem Beispiel zehnmal) die Miinze geworfen wurde. In Abb. 5 sind
verschiedene Kreisdiagramme als Auswertungen eines Miinzwurfs, der zehnmal durchgefiihrt
wurde, dargestellt. Auf dem ersten Blick wird schnell klar, dass die Ergebnisse bei zehn
Durchfiihrungen noch sehr stark schwanken.

Miinze o
W Kopf
dzahi

Miinze o
W Kopf
OZahl

Minze o
W Kopf
dzanl

Abbildung 5: Kreisdiagramme zu verschiedenen Ausgéngen eines zehnmaligen Miinzwurfs (jeweils
n=10)

Um stabilere Ergebnisse zu erhalten, stellen wir die Anzahl der Durchgénge in der
Zufallsmaschine auf 1000 und fihren den Minzwurf 1000mal durch. Die entsprechende
Zufallsmaschine ist in Abb. 6a zu sehen. Die Darstellung der Ergebnisse in Form der
Ergebnistabelle ist in Abb. 6b und das entsprechende Kreisdiagramm ist in Abb. 6c dargestellt.

W MW amschnelisien Emstelungen ~ [l Einfacher Minzwurl Einstelungen ~ [l Einfacher Minzwurf Emstelungen ™
—_ pral

Munze of
[ . WKopt
994 | zahl iE Ezani
985 | zanl E
Ziehungen 996 | Kop! E
1 997 | zanl <
— — =
Koptzant x g
CELEL] 999 | Koot s
| Box Stapel Kreisel Baken Kurve Zahier 1000 | Kopf
o 5 E 9w a3 [ ] .

@ e =&
Abbildung 6: TinkerPlots Zufallsmaschine zum einfachen Miinzwurf (n=1000, Abb. 6a), TinkerPlots
Ergebnistabelle zum einfachen Miinzwurf (n=1000, Abb. 6b) und Auswertung im Graph als
Kreisdiagramm (Abb. 6¢)

Fuhrt man den 1000maligen Minzwurf wiederholt durch, lasst sich erkennen, dass das

Verhéltnis von Kopf und Zahl nun bei 1000 Durchgdngen um einiges stabiler geworden ist und
sich im Bereich ,50:50" einpendelt (siehe Abb. 7).
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Abbildung 7: Kreisdiagramme zu verschiedenen Ausgéngen eines 1000maligen Miinzwurfs (jeweils
n=1000)

Auf einer weiteren Stufe kann dann zu einem mehrstufigen Zufallsexperiment, z.B. den
doppelten Minzwurf ibergegangen werden. Hier kann die Fragestellung - z.B. eingebettet in
ein Spiel, siehe u.a. P6hls (2012) - formuliert werden, ob es wahrscheinlicher ist, beim doppelten
Munzwurf zweimal Kopf oder einmal Kopf und einmal Zahl zu erhalten. Die Zufallsmaschine
kann dabei leicht vom einfachen Miinzwurf tbernommen werden — es missen lediglich die
Ziehungen auf 2 gestellt werden (siehe Abb. 8a). Nach dem Ausflihren der Zufallsmaschine wird
dann die Tabelle mit den 1000 Ergebnissen in TinkerPlots (Abb. 8b) generiert. In der ersten
Spalte ist dabei das geordnete Paar (Ausgang Miinze 1; Ausgang Minze 2) sowie in Spalte 2
und Spalte 3 die Ausgédnge jeder Miinze separat aufgefiihrt. In den Zeilen ist dann das Ergebnis
des jeweiligen Durchgangs dokumentiert. Fir den Durchgang 999 ist das beispielsweise
(Kopf;Zahl), also die erste Miinze zeigt Kopf, die zweite Zahl; fiir den Durchgang 1000 ist es
(Zahl;Kopf), also die erste Miinze zeigt Zahl, die zweite Kopf. Die Auswertung kann dann - wie
bereits bekannt - Gber den Graphen in TinkerPlots vorgenommen werden. Nun kann dieses
wieder qualitativ Gber ein Kreisdiagramm geschehen, oder —wie in Abb. 8c realisiert — Uber ein
gestapeltes Punktediagramm.

™ 2 am schnellsten Einstelungen = Doppeiter Minzwurf Einstelungen ~ Doppelter Minzwurf Einstellungen =
Durchgan... 1 Minze2 = S IEaE
N nze nze. H
1000 . = g 540-
Y/ - —r o H )
994 | KopfKopf Kopf Kopf 8
S | 2 360 -
995 |ZahlZahl  Zahl Zahi s
4 _ T =] -
ilehuzngen 998 | ZahiKopf | Zahl Kopf 3
997 |KopfZan Kopt | Zanl e
Koph\z:;nh 998 | Zahi Kopf  Zahl Kopf = )
T T 998 | Kopf.Zahl | Kopf zahi < o-
f.Kopf Kopf.Zahl / ZanlKopf ZahlZahl
Box  Stapel Kreisel Daken Kurve Zahier 1000 | zahi.Kopr | Zahl Koprt Hoptiopt Kop Gesamt P
. E = - e
& MEHOEDE S B e ®9 s EEE

Abbildung 8: TinkerPlots Zufallsmaschine zum doppelten Miinzwurf (n=1000, Abb. 8a), TinkerPlots
Ergebnistabelle zum doppelten Miinzwurf (n=1000, Abb. 8b) und Auswertung im Graph als
gestapeltes Punktediagramm (Abb. 8c)

Um die Schilerinnen und Schiiler beim Lesen und Auswerten der Diagramme und dem
Vergleich der Ergebnisse zu unterstiitzen, bietet es sich an, einen Wortspeicher mit den Kindern
zu erarbeiten. Da der Anteilsbegriff in der Primarstufe im Allgemeinen noch nicht
bedeutungstragend verwendet werden kann, kénnen die Vergleiche der Anzahlen des
Auftretens der Ereignisse mit der BezugsgroBe ,von 1000” beschrieben werden — in diesem Fall:
In 245 von 1000 Miinzwdirfen ist zweimal Kopf gefallen, in 259 von 1000 Minzwirfen ist zweimal
Zahl gefallen und in 496 von 1000 Miinzwdirfen ist einmal Kopf und einmal Zahl (dahinter stehen
nattrlich beide Ergebnisse ,Kopf, Zahl” und ,Zahl, Kopf”) gefallen.

Also scheint auf lange Sicht, die Gewinnstrategie auf ,einmal Kopf, einmal Zahl” zu setzen,
gewinnbringender zu sein als auf ,Kopf, Kopf” oder ,Zahl, Zahl". Mit der Einfarbung im
TinkerPlots Graph (Abb. 8c) lasst sich das auch anschaulich erklaren: Wahrend es fur die
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Darstellung von ,Kopf, Kopf” und ,Zahl, Zahl" nur jeweils eine glinstige Mdglichkeit von vier
moglichen gibt, gibt es fir das Ereignis ,einmal Kopf, einmal Zahl" zwei glinstige Moglichkeiten,
namlich ,Kopf, Zahl” und ,Zahl, Kopf".

Betrachten wir nun ein Standardbeispiel aus der Stochastik, welches auch in der Primarstufe
immer sehr gerne eingesetzt wird: der doppelte Wirfelwurf (siehe u.a. Weustenfeld 2007). Auf
die immer wiederkehrende Problematik ob es beim doppelten Wiirfelwurf nun 11, 21 oder 36
Méglichkeiten gibt, wollen wir hier nicht eingehen, sondern zum weiteren Lesen (z.B. in Blchter
& Henn, 2007) anregen. Es bietet sich an, sich beim doppelten Wiirfelwurf nicht gleich auf die
komplette Verteilung der Augensumme zu fokussieren, sondern beispielsweise folgende
Fragestellung zu problematisieren: Wir interessieren uns fir die Augensumme von zwei Wirfeln
und fragen, Welche Summe hat die héhere Wahrscheinlichkeit gewdirfelt zu werden, die Summe
"6" oder die Summe "11"? Um nun mithilfe von einem haufigen Durchfiihren des
Zufallsexperiments ,doppelter Wirfelwurf”, einschatzen zu kénnen, ob die Summe ,6" oder die
Summe , 11" auf lange Sicht haufiger auftritt, kann wieder die Zufallsmaschine in TinkerPlots
genutzt werden (Abb. 9), die den doppelten Wirfelwurf durch sechs Kugeln (beschriftet von 1
bis 6) modelliert und (in diesem Fall) 1000mal durchfthrt.

n BT am schnelisten Einstellungen =
| = | i

Durchgange Wiirfel1 Wirfel2
1000 -

Ziehungen
2

EEEN

Box Stapel Kreizel Balken Kurve Zdhler
£ 5| £ @ ale| Al =

Abb. 9. TinkerPlots Zufallsmaschine mit dem Bauteil Box (Urne) fiir den doppelten Wurf eines

fairen Wiirfels

Nach einem Klick auf die Schaltflache "Start" wird das Zufallsexperiment 1000mal durchgefihrt,
die Ergebnisse werden wie gewohnt in einer Tabelle dokumentiert (siehe Abb. 10). Die

Augensumme wird dabei durch die Software berechnet. Der Befehl findet sich im Men(
LEinstellungen” (siehe Hinweiskarte ,Ubersicht_TinkerPlots_Zufallsmaschine” und Infobox auf
Seite 12).
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Menii
.Einstellungen” in
der TinkerPlots

Zufallsmaschine

Um z.B. die Augensumme von
zwel Wiirfeln automatisch
berechnen zu lassen, wéhlt man
unter ,Einstellungen” (siehe in
der Zufallsmaschine rechts oben)
die Option ,Ergebnismerkmale”
aus. Es erscheint dann folgendes
Optionsmendi

) Info Zufallsmaschine | 2 |

Zufalls... Ein_..

[[] Getrennte Ergebnisse
[[] Zusammengesetzte Ergebnisse
[] summe von Gesamt
[[] Sortierung von Gesamt
O 2" in Gesamt zihlen

[l Falle ioschen| [All Ergebnismerkmale Bsche

Mit der Auswahl ,,Summe von
Gesamt” berechnet TinkerPlots

automatisch die Augensumme.

PIKAS digi

Doppelter Wirfelwurf

Einstelungen ~

Gesamt | Wirfell | Wirfel2 | Summe | <neu> J
O ==
993 |46 4 (] 10
994 |21 2 1
885 |12 1 2
9%8 |26 2 (]
987 |56 8 (] 11
98 |11 1 1 2
998 |51 8 1 B
1000 (G5 B a 11 :I|

Abb. 10. TinkerPlots Ergebnistabelle zum doppelten Wiirfelwurf (n=1000)

Aus der Tabelle in (Abb. 10) kénnen wir entnehmen, dass der 999. Versuch das Ergebnis (5;1)
und somit die Summe 6 und der 1000ste Versuch das Ergebnis (6;5) und somit die Summe 11
hat. Im nachsten Schritt lassen sich die Ergebnisse dann wieder in Form eines gestapelten
Punktdiagrams darstellen (siehe Abb. 11).
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Abb. 11. Auswertung des doppelten Wiirfelwurfs im Graph als gestapeltes Punktediagramm
(n=1000)
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Wir sehen in dem Diagramm in Abb. 11, dass die Summe "6" deutlich haufiger als die Summe
"11" auftaucht, weil in 146 von 1000 Versuchen die "6" und nur in 68 von 1000 Versuchen die
"11" aufgetaucht ist. In dieser Form kdnnen vergleichende Wahrscheinlichkeitsbeurteilungen
vorgenommen werden, ohne den Anteilsbegriff nutzen zu miissen.? Aus diesem Vergleich der
absoluten Haufigkeiten kann eine erste Folgerung sein, dass ein Auftreten der Summe "6"
wahrscheinlicher zu sein scheint als das der Summe "11" — es bietet sich an, die Durchfihrung

2 Mit Blick auf die Sekundarschule | kénnen auch Anteile in TinkerPlots angezeigt werden, um die
Wabhrscheinlichkeit der Summe "6" (14,6%) und der Summe "11" (6,8%) aus den Haufigkeiten zu schatzen.
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noch einige Male zu wiederholen und vielleicht auch mit 10.000 Durchgéngen zu realisieren, um
ein noch stabileres Ergebnis zu erhalten (siehe Abb. 12). Hier ist die Augensumme ,6" in 1387
von 10000 Versuchen somit deutlich doppelt so haufig aufgetreten wie die Augensumme , 11",
die in 596 von 10000 Versuchen gewdirfelt worden ist.

Theoretischer
Wahrscheinlichkeits

begriff

Wenn ein Zufallsexperiment m

magliche gleich wahrscheinliche

Ergebnisse

hat und eine Aussage A (iber
Ergebnisse dieses Vorgangs fiir g
(glinstige) Ergebnisse

zutrifft, so ldsst sich die
Wahrscheinlichkeit fiir das
Eintreten des Ereignisses A als
Quotient aus g (Anzahl der
glinstigen Ergebnisse) und m
(Anzahl der méglichen
Ergebnisse) berechnen.

P(A) = g/m

Wichtig ist, dass dieser Ansatz nur
dann tragfdhig ist, wenn die
méglichen Ergebnisse

gleichwahrscheinlich sind.

1800 - 325 568 822 1081 1387 1695 1340 1112 797 596 277

1440 -

1080 -

Anzahl

720 -

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Summe
Abb. 12. Auswertung des doppelten Wiirfelwurfs im Graph als gestapeltes Punktediagramm
(n=10000)
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Ein weiterer Schritt wére nun, die Verteilung der einzelnen Augensummen theoretisch zu
erklaren. Der theoretische (auch Laplace-Ansatz genannt, siehe linke Infobox) Ansatz besteht
darin, festzustellen, dass die Summe "6" im Vergleich zur Summe "11" wahrscheinlicher ist, weil
die Summe "6" finf (2+4, 4+2, 1+5, 5+1, 3+3) glinstige von 36 Ergebnissen hat und die Summe
"11" nur zwei (5+6, 6+5) giinstige von 36 Ergebnissen hat. Dieses lasst sich durch Einfarben der
Punkte in TinkerPlots darstellen (siehe Abb. 13).

Gesamt o
W11 O4:2
W12 04:3
W13 O4:4
Hi4 O4.5
15 O4:6 66 2
1.6 05:1
@21 0s:2
[mz:2 053
Hz:3 Os:4
H2:4 055
H2:5 056
Hz2:6 O&:1
31 Os.2 2800
m3.2 063 ,0%,208
m3:3 6.4 e
34 065 e
@35 [O6:6 St m
Ej? 1 12

Abb. 13. Auswertung des doppelten Wiirfelwurfs im Graph als gestapeltes Punktediagramm
(n=1000) - eingefdrbt nach den 36 mdglichen Ausgdngen

In einem weiteren Schritt und mit Blick auf die theoretische Begriindung, warum einzelne
Summen beim doppelten Wirfelwurf wahrscheinlicher sind als andere, kdnnen dann die
maoglichen Zusammensetzungen der einzelnen Summen an der Tafel dokumentiert werden
(Abb. 14).

Bl lsls
1L
BEEE
11

1

=

Abb. 14. Mégliches Tafelbild zur Verteilung aller Méglichkeiten beim doppelten Wiirfelwurf

Verschiedene Bauteile fiir die Zufallsmaschine in TinkerPlots

Es lassen sich verschiedene Bauteile der Zufallsmaschine (Box/Urne, Stapel, Kreisel/Gllcksrad,
Balken, Kurve, Zahler) fir die Modellierung unterschiedlichster Zufallsexperimente auswahlen. Im
Folgenden stellen wir nur die beiden ,Standard”-Bauteile, die Box/Urne und den
Kreisel/Gllcksrad vor, weil dies die gangigsten Bauteile zur Verwendung in der Primarstufe sind.
Wie bereits oben beschrieben, kann die Box/Urne in der Zufallsmaschine beliebig gefiillt
werden. Zum Beispiel l3sst sich einfach eine Ziehung aus einer Urne (mit z. B. drei roten und
zwei blauen) Kugeln modellieren (Abb. 15).

14

PIKAS digi

Deutsches Zentrum fir
Lehrerbildung Mathematik

November 2020 © PIKAS digi (pikas-digi.dzim.de)




Einstellungen ™

Ziehungen
2

(@@ eE

EEED
Box Stapel Kreisel Baken Kurve  Zahler
4 =4 £] O] i a] H

Abb. 15. TinkerPlots Zufallsmaschine mit dem Bauteil Box (Urne) fiir eine Urnenziehung (mit drei
roten und zwei blauen Kugeln).

Die Urnenziehung erfolgt in TinkerPlots gemaB der Voreinstellung immer mit Zurticklegen. Will

man ohne Zuriicklegen ziehen, so muss das im Optionsmenu | unter dem Menipunkt

.Zurlcklegen” eingestellt werden. Kugeln lassen sich mit den Schaltern HE hinzufiigen und
wegnehmen. Will man viele Kugeln, z.B. 49 (wie in Abb. 16) in die Box legen, so kann man Uber

=l den Bereich ,1-49" eingeben und so 49 durchnummerierte Kugeln in die Box legen.

Einstellungen ~

Durchgange >>>(ugel_1 Kugel 2 Kugel 3 Kugel 4 Kugel 5 Kugel 6
1000

| L O0) O
g || @@0@@@O=@O
20008020
G O, L9, L8
QL 0L QL. O

EEEN

Box Stapel Kreisel Balken Kurve Zihler
n = £ O i A
Abb. 16. TinkerPlots Zufallsmaschine mit dem Bauteil Box (Urne) fiir eine Urnenziehung mit 49
Kugeln (1-49) — Beispiel fiir die Simulation ,6 aus 49"

Will man die Kugeln der Box individuell beschriften (Abb. 17), z. B. mit den Namen der
Schilerinnen und Schiler der Klasse, so lasst sich eine automatische Befillung der Box z.B. Uber
den Import einer Excel-Liste vornehmen.
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Abb. 17. TinkerPlots Zufallsmaschine mit dem Bauteil Box (Urne) fiir eine Urnenziehung mit den

24 Kindern der Klasse 4b.

Viele Glickspiele sind als ,Drehungen am Glicksrad” modelliert. Hier bietet das Bauteil ,Kreisel”
(Glucksrad) in der Zufallsmaschine vielfaltige Mdglichkeiten, Zufallsexperimente am Gluicksrad zu
simulieren (Abb. 18). Dabei kdnnen die Anzahl und die GroéBe der Sektoren beliebig variiert und

beschriftet werden.

Einstellungen

o
Durchgange Dreh_1 Dreh_2
1000 —
5 10
Ziehungen 1
2
0
EEan
Box Stapel Kreisel Balken Kurve Zahler
n 4 £ 0 il =3

Abb. 18. TinkerPlots Zufallsmaschine mit dem Kreisel fiir einen doppelten Gliicksraddreh (n=1000)

Um das Zufallsexperiment ,Wer gewinnt?” (Penava 2019) zu simulieren, lasst sich der
entsprechende Wiirfelwurf (des Wiirfels mit den Seiten 3x grin, je 1x gelb, rot blau) als
Urnenziehung in TinkerPlots (Abb. 19a) oder als Kreisel/Gllcksrad (Abb. 19b) modellieren.
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Abb. 19 TinkerPlots Zufallsmaschine mit dem Bauteil Box (Urne) fiir eine Urnenziehung mit sechs
Kugeln (Abb. 19a) und mit dem Bauteil Kreisel (Gliicksrad) und den Sektoren griin, gelb, rot und
blau (Abb. 19b)

AbschlieBend betrachten wir noch mégliche Verkniipfungen und Verzweigungen von Bauteilen
in der Zufallsmaschine. In Abb. 20 ist der doppelte Tetraederwurf in der Zufallsmaschine
dargestellt. Wie man sieht, kann man, um die zweifache Ausfiihrung, noch deutlicher zu machen,
auch zwei Boxen (Urnen) hintereinander schalten und aus jeder einmal ziehen.

[ 0 ] mittel Einstellungen ™
[ = ]

Tetraeder 2 =

Dl:r;r;g . >>>> etraeder_i

Ziehun
P
2

ool CINENOC O

Box Stapel  Kreisel Balken Kurve Zihler
n 2 £ o] i 4] H
Abb. 20. TinkerPlots-Zufallsmaschine zum doppelten Tetraederwurf (mit zwei Boxen
hintereinandergeschaltet)

SchlieBlich lassen sich auch Bedingungen und Verzweigungen in der Zufallsmaschine darstellen
(Abb. 21). Stellen wir uns zum Beispiel vor, es wird auf der ersten Stufe das Gliicksspiel ,Wurf
eines fairen Wiirfels” angeboten — wenn ich eine 5 oder 6 wiirfele, dann spiele in der zweiten
Stufe um den Hauptgewinn (Teddy, siehe Gllcksrad rechts unten) — ansonsten (bei einer 1, 2, 3
oder 4 auf der ersten Stufe) geht es nur um den ,Trostpreis” (Tlte Gummibarchen). Ein solches
oder ahnliches Zufallsexperiment kann mit der Zufallsmaschine in Abb. 21 realisiert werden.
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Abb. 21. Beispiel fiir eine Verzweigung der Bauteile in der TinkerPlots-Zufallsmaschine

Eine mogliche Unterrichtssequenz

Eine mdégliche Unterrichtssequenz zum Einsatz und zur Einflihrung des Simulierens von
Zufallsexperimenten mit der Software TinkerPlots sollte aus ungefahr sieben Unterrichtsstunden
bestehen (siehe Tabelle 1) und kann dabei wie in Tabelle 1 dargestellt aussehen. Unsere
Erfahrungen beruhen dabei auf Unterrichtsexperimenten, die im Rahmen von Bachelor- und
Masterarbeiten durchgefihrt worden sind (Jackes-Schulte, 2016; Plickebaum, 2018).

Tabelle 1. Mégliche Unterrichtssequenz zur Einflihrung der Simulation von Zufallsexperimenten
mit der Software TinkerPlots im Mathematikunterricht der Primarstufe

Unterric | Thema Inhalt

htsstun

de

1 Statistische Darstellungen | Die Schilerinnen und Schiiler lernen das Lesen und
(Séulen- und Interpretieren von Daten in Sdulen- und
Punktdiagramme) lesen Kreisdiagrammen.
und interpretieren

2 Subjektive Interpretation | Die Schilerinnen und Schiiler schatzen und
der Wahrscheinlichkeit vergleichen die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen,
von Ereignissen indem sie Klassifikationen in "sicher", "méglich" und

"unmdglich” vornehmen.

3 Handisches Die Schilerinnen und Schiiler fiihren das handische
Experimentieren: Experiment "einfacher Warfelwurf" durch und
Einfacher Wirfelwurf sammeln durch viele Wiederholungen Daten, um

die Erkenntnis zu erlangen, dass die
Wahrscheinlichkeit fir jede Augenzahl beim fairen
Wiirfel gleich ist.

4 Einfihrung in TinkerPlots | Die Schilerinnen und Schdiler lernen die
und eine erste Erfahrung | TinkerPlots-Zufallsmaschine kennen und machen

erste Erfahrungen mit dem empirischen Gesetz der
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mit dem Gesetz der groBen Zahlen, indem sie den Wurf einer fairen
groBen Zahlen Minze mit TinkerPlots simulieren. In einem
nachsten Schritt werden theoretische Uberlegungen
angestellt, um Erklarungen fir die auf der
Grundlage der gesammelten Daten
vorgenommenen Schatzungen zu finden.

5 Handisches Die Schilerinnen und Schiiler fiihren das praktische
Experimentieren: Experiment "doppelter Wirfelwurf" durch und
Doppelter Wirfelwurf sammeln Daten, um Aussagen Uber die

Wahrscheinlichkeit des Auftretens der einzelnen
Augensummen zu treffen.

6-7 Simulation mit Die Schilerinnen und Schler fiihren die
TinkerPlots: Doppelter TinkerPlots-Simulation "Doppelter Wirfelwurf"
Wirfelwurf durch und sammeln Daten (Summe jedes Wirfels)

durch viele Wiederholungen, um Aussagen Uber die
Wabhrscheinlichkeit des Auftretens der einzelnen
Augensummen zu treffen — dabei werden die
Ergebnisse mit den handischen Ergebnissen aus
Stunde 5 verglichen. In einem letzten Schritt werden
dann theoretische (kombinatorische) Uberlegungen
angestellt, um die unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeiten beim Auftreten der einzelnen
Augensummen kombinatorisch zu begriinden.

Fordern mit TinkerPlots

Das Simulieren von Zufallsexperimenten ist ein komplexes Thema fiir den Mathematikunterricht
der Primarstufe, es bietet aber dahingehend auch das Potential leistungsstarke Schilerinnen und
Schiler zu fordern. Wahrend der doppelte Wirfelwurf mit dem Fokus auf die Verteilung der
Augensummen schon fast zum ,Standardrepertoire” gehort, kann eine einfache Variation wie z.
B. das Betrachten der Augendifferenzen fiir eine weitere Steigerung des Anspruchs flihren. Eine
Schwierigkeit, wie das Berechnen des Absolutbetrags zweier Augenzahlen, kann durch die
Vorbereitung einer entsprechenden Formel seitens der Lehrkraft abgefedert werden (siehe
Formel in der Tabelle, Abb. 22b).

Weiterhin muss im Unterrichtsgesprach gemeinsam erarbeitet werden, dass es sechs
verschiedene Differenzen (0, 1, 2, 3, 4, 5) gibt und beispielsweise die Ergebnisse (1,3) sowie (3,1)
dieselbe Differenz haben, namlich 2. Der Clou der Aufgabe ist, dass die Verteilung der
maoglichen Augendifferenzen (0, 1, 2, 3, 4 und 5) auf dem ersten Blick nicht so offensichtlich ist,
wie z.B. teilweise schon bei der Augensumme.

ug P Enstciungen ~ [l AugendifTerenz. Ensiciungen - Wl Augendillerenz Ensichmoen™|
Gesamt | wirfel1 | wurfel2 Differenz
Dur:g%gnae O Formel |Wiirfel1 — Wirfel2| - 152 100 47
[ [ [ [o— | 280~
278 |63 5 3 3| 2m0-
217 |as 3 3 o | § -
Ziehungen 278 |14 1 4 3 E 140 -
2 278 |64 [ 4 2 -
280 |24 2 4 2 -
AV v 281 |66 5 & 0 0 m
282 |63 [ 3 3
@333 ETNE [ 5 1 ¢ ! 2 : ¢ 5
Box  Stapel Kreisel Baken Kurve Zihier — Differenz
. SEe W AE =l s o 1 e 9> S S EIEEE

Abb. 22. TinkerPlots Zufallsmaschine zum doppelten Wiirfelwurf (n=1000, Abb. 22a), TinkerPlots
Ergebnistabelle zum doppelten Wiirfelwurf und Berechnung der Differenz (n=1000, Abb. 22b) und
Auswertung im Graph als gestapeltes Punktediagramm (n=1000Abb. 22c)

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass im Rahmen dieser Unterrichtseinheit wichtige
fachdidaktische Potentiale (https://pikas-digi.dzIm.de/node/33) der Software TinkerPlots
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sichtbar werden: insbesondere die Visualisierung bei der Simulation (z.B. Ziehung aus der Urne,
Drehen des Gliicksrads) sowie die Auslagerung von Arbeits- und Denkprozessen bei der
Erhebung und Sammlung der Daten bei der Simulation der Zufallsexperimente. Insbesondere
dieses Potential schafft Freirdume fiir Argumentationen und Begriindungen, die dann genutzt
werden sollten. Die Durchflihrung der Simulation bleibt dabei (insbesondere bei
Zufallsexperimenten wie Urnenziehung oder Glicksrad) transparent und. Weiterhin erfillt
TinkerPlots auch die Vernetzung verschiedener Darstellungen (z. B. simultane Anderung der
simulierten Daten durch Anderung oder Anpassung des Modells oder der Durchgangs- oder
Ziehungsanzahl) und kann so auch Vergleiche z. B. hinsichtlich der Variabilitat in kleinen
Stichproben veranschaulichen.
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Stolpersteine

Inhaltlich

Insgesamt lassen sich beim Einsatz von Simulationen im Mathematikunterricht der Primarstufe
einige inhaltliche Stolpersteine erkennen und festmachen.

Komplexe Modellierung - Erstellen der Zufallsmaschine Die Zufallsmaschine bietet viele
Bauteile und viele Optionen — die Erstellung der Zufallsmaschine kann dabei Uberfordernd fiir
Lernende sein. In bereits erfolgten Unterrichtsversuchen konnten die Schilerinnen und Schuler
in Partnerarbeit und mit Unterstiitzung der Lehrkraft oftmals erfolgreich die fur die Bearbeitung
ihrer Problemstellung notwendige Zufallsmaschine erstellen, jedoch hat sich das auch oft als
zeitaufwandig gestaltet. Eine Méglichkeit ist, dass die Lehrkraft die Zufallsmaschine selbst
erstellt und die Kinder z.B. in Zweierteams nur die Simulation, das Sammeln der Daten sowie
deren Auswertung selbststandig durchfiihren. Eine weitere Moglichkeit ist, dass TinkerPlots als
Demo-Medium genutzt wird und die Lehrkraft mit der Klasse gemeinsam im Kinokreis die
Erstellung der Zufallsmaschine sowie die Simulation der Zufallsexperimente tibernimmt.

Von der Miinze oder dem Wiirfel zur Urne - Erstellen der Zufallsmaschine Die
Zufallsmaschine bietet u.a. Bauteile wie die Box (Urne) oder den Kreisel (Glicksrad). Will man
nun den Minzwurf oder den Wirfelwurf mit TinkerPlots modellieren, so miissen Lernende einen
.Modellwechsel" vollziehen, da eine 1:1-Ubertragung nicht méglich ist. Insbesondere muss
beispielsweise der Wurf eines fairen Wirfels durch eine Urne mit sechs Kugeln (1-6) modelliert
werden.

Von den Haufigkeiten zu den Wahrscheinlichkeiten Die Simulation der Zufallsexperimente in
TinkerPlots bietet als Ergebnisse ,nur” Haufigkeiten, aber keine Wahrscheinlichkeiten an. Die
Wahrscheinlichkeiten kdnnen nur auf Basis der Diagramme und Haufigkeiten geschatzt werden
bzw. angenahert werden. Bei 5000 oder 10000 Durchgédngen erhdlt man einen guten Schatzwert
fur die Wahrscheinlichkeit — es bleibt aber ,nur” eine Schatzung auf Basis der Haufigkeit.

Hinreichend groBe Durchgangsanzahl Eine wichtige Erkenntnis, die es in einem wie dem oben
beschriebenen Unterrichtsvorhaben, zu erlangen gilt, ist, dass bei kleinen
Versuchsdurchfiihrungen noch erhebliche Schwankungen existieren und daher bei kleinen
Versuchsdurchfihrungen keine Aussagen beziiglich Wahrscheinlichkeiten abgeleitet werden
sollten. Es muss also eine hinreichend groBe Durchgangsanzahl realisiert werden (die grofe
Durchgangszahl lasst sich neben den Einsatz von Software natirlich auch durch aufwéndiges
handisches Sammeln der Ergebnisse aller handischen Experimente einer Klasse realisieren).

Diagramme lesen und Daten verstehen Eine wesentliche Kompetenz bleibt das Entnehmen
von Informationen aus Diagrammen. Die Schilerinnen und Schiler missen in der Lage sein,
entsprechende und relevante Haufigkeiten aus gestapelten Punktdiagrammen abzulesen und
bei Kreisdiagramm diese zumindest qualitativ zu erfassen und zu vergleichen.

Wie vergleichen? Ein weiterer Stolperstein stellt die Tatsache dar, dass der Anteilsbegriff in der
Primarstufe im Allgemeinen noch nicht ausgepragt ist. Das Gesetz der groBen Zahlen bezieht
sich im eigentlichen bei seiner Aussage auf relative Haufigkeiten — diese konnen in der
Argumentation aber noch nicht verwendet werden. Um Vergleiche Uber verschiedene Ausgange
wie z. B. beim Auftreten der Augensumme 6 und der Augensumme 11 zu ermdglichen, muss der
Umweg Uber absolute Haufigkeiten erfolgen. Hier ist zu beachten, dass man immer die
BezugsgroBe (z. B. zu 1000 bei 1000 Versuchen) beim Vergleich klar herausstellt. Ein
Wortspeicher kann die Kinder hier beim Vergleich verschiedener absoluter Haufigkeiten
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unterstitzen. Wenn es nicht allzu viele Auspragungen (wie z. B. beim einfachen oder doppelten
Minzwurf) gibt, konnen sich Kreisdiagramme als Darstellungsformen der Verteilung der
simulierten Daten anbieten, da diese einen qualitativen Anteilsvergleich erméglichen.

Technisch

Erstellen der Zufallsmaschine komplex Wie oben unter ,inhaltliche Stolpersteine” schon
angesprochen, kann die durch Schilerinnen und Schiiler eigensténdige Erstellung der
Zufallsmaschine und die Durchfiihrung einer Simulation zu kompliziert und anspruchsvoll sein.
Hier kann es sich anbieten, die Zufallsmaschine flr eine mogliche Partnerarbeit der Schilerinnen
und Schiler vorzubereiten oder den Simulationsprozess gemeinsam im Unterrichtsgesprach im
Sitzkreis zu vollziehen.

Computer erforderlich Momentan ist TinkerPlots (Version 2) nicht auf Tablets funktionsfahig,
man bendtigt also einen Computer oder einen Laptop mit Windows oder einem Mac-
Betriebssystem.

Was ist, wenn zu wenig PCs in der Klasse verfiigbar sind? Oftmals stehen in der Klasse nur 1-
2 Computer zur Verfiigung und es ist zu aufwandig, mehrere Laptops fir eine Unterrichtsstunde
zur Verfigung zu stellen. Die Simulation mit TinkerPlots kann dann im Sitzkreis und gemeinsam
mit dem Lehrer-PC vollzogen werden.

Probleme mit der Kompatibilitdt bei macOS Im Moment gibt es ein technisches Problem fiir
MACs ab dem Betriebssystem Catalina 10.15 - welches laut Entwickler aber schnellstméglich
behoben werden soll. Eine Beta-Version TinkerPlots 3.0, die auf Catalina ab 10.15 lauft, ist
bereits verflgbar (https://www.tinkerplots.com/beta) aber leider sind dort momentan die
Datensétze etc. aus den Vorversionen noch nicht importierbar. AuBerdem ist die Beta-Version
von TinkerPlots 3.0 momentan noch nicht in Deutsch verfligbar.

Uberflutung durch zu viele Funktionen Durch die vielen Funktionen der Software besteht die
Gefahr, dass das wesentliche, namlich die Modellierung der Zufallsmaschine, die Erstellung
sinnhafter Diagramme zur Auswertung der Simulationen und die Beschreibung dieser bzw. die
Beantwortung der Fragestellung in den Hintergrund riicken. Es kann schnell passieren, dass die
Kinder nicht zielgerichtet Probieren oder ,Spielen”. Die Zufallsmaschine in TinkerPlots bietet
viele Optionen, die im Mathematikunterricht der Primarstufe nicht zielfihrend sind.

Ergebnisse sichern Dies ist insbesondere wichtig, wenn keine Vollversion genutzt wird. In
diesem Fall bricht das Programm (ohne Vorwarnung) nach 20 Minuten Arbeitszeit ab und die
Ergebnisse der Simulation sind verloren. Daher ist eine Ergebnissicherung (durch Screenshots,
oder Abzeichnen der Zufallsmaschine, des Diagramms/der Diagramme) ins Heft unverzichtbar.
Um Ergebnisse einfach zu sichern, ist es hilfreich, den Kindern die Funktion des Screenshots zu
erldutern. Damit sind Zwischenschritte im Arbeitsprozess gut reproduzierbar. Wenn man ohne
den Umweg Screenshots gehen mdéchte, kann man die Ergebnisdokumentation auch gleich in
TinkerPlots vornehmen. TinkerPlots bietet hier eine Textfeld-Funktion, die es ermdglicht,
Uberschriften und Beschreibungen und Ergebnisse gleich an der Zufallsmaschine oder den
Graphiken im Programm vorzunehmen. Das kann vor allem dann eine grofB3e Hilfe sein, wenn
Simulationen im Plenum am interaktiven Whiteboard demonstriert werden.
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Links

Fir eine Ubersicht welches Wissen und welche Strategien Kinder diesbeziiglich mitbringen, um
Wahrscheinlichkeiten einzuschatzen, finden Sie auf KIRA unter https://kira.dzlm.de/136.

Viele interessante Anregungen und Tipps zur Thematisierung des Inhaltsbereichs Zufall und
Wahrscheinlichkeit im Mathematikunterricht der Primarstufe finden Sie auf PIKAS unter
https://pikas.dzlm.de/node/721.

Einen Unterrichtsvorschlag zum Einsatz der Software TinkerPlots bei der Datenexploration
und der Durchflihrung statistischer Projekte im Mathematikunterricht der Primarstufe finden
Sie auf PIKAS digi unter: https://pikas-digi.dzIm.de/node/29

Die Software TinkerPlots ist unter dem Link www.tinkerplots.com/get verflgbar.

Tutorial-Videos (in Englisch) zur Nutzung der Software findet man hier:
http://www.tinkerplots.com/movies
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